Anders Logg

Slutsatsen r att vi visserligen inte kan ber kna | sningen till en
di erentialekvation exakt, men att detta inte spelar n gon roll
eftersom vi kan ber kna | sningen med precis den noggrannhet vi

beh ver

Jag rnogegentligen meringenj r nmatematiker. Jag gillar att bygga saker, saker som funkar
och kan vara till nytta. Just nu arbetar jag med att byggaen maskinf rl sningavdi erential-

ekvationer.

Differentialekvationer utg r sj Iva k rnan av naturvetenskapen och det finns m nga

ber mda differentialekvationer: Schr dingerekvationen,
Maxwells ekvationer, Navier Stokes ekvationer, Newtons
ekvation, Einsteins ekvation osy, listan kan g ras| ng. Om
man kan bygga en maskin (ett datorprogram) som auto-
matiskt | ser differentialekvationer kan man d rf r stad-
komma ganska mycket.

Alla dessa ekvationer kan | sas med hj Ip av dator-
program, men olika ekvationer kr ver olika program. Att
skriva ett datorprogram f r att | sa en ekvation r tids-
kr vande och kr ver oftam nga rsarbete. D rf r tittar jag
i min forskning p hur man kan utveckla ett datorprogram
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som automatiskt kan generera nya datorprogram, ett f r varje differentialekvation som matas
in i maskinen. Tillsammans med andra forskare har jag kommit en bra bit p v gen och en
f rsta prototyp av maskinen st r nu f rdig.

I texten jag har skrivit f rs ker jag f rmedla att matematik r en experimentell veten-
skap d rdatorn rexperimentverkstaden. Med en laptop i ryggs ckenkanmand rf rutf ra
experiment och forska var man n befinner sig, vare sig det r p kontoret, hemma i soffan
eller p en klippa vid havet.




Att| saen
differentialekvation

Naturen fullst ndigt vimlar av di erentialekvationer! ~ tminst nde verkar det s f r en
matematiker. Ekvationerna dyker upp inom alla t nkbara mnesomr den och inom s v |
fysik, kemi, biologi som ekonomi har di erentialekvationerna en central position. Det r
till och med s att hela mnesomr den v xer fram n r forskare samlas runt en di erential-
ekvationoch f rs kerl saden!Hurserd endi erentialekvation ut? Ja, de kan till exempel
seutsomdens kallade Schr dingerekvationen:

i#z % x,t)+V(Xt (xt).

Schr dingerekvationen r central inom kvantmekaniken
och beskriver r relsen hos sm partiklar som till exempel
elektroner. Genom att | sa Schr dingerekvationen kan
man ber kna sannolikheten att nna elektronen i en viss
position x vid en given tidpunkt t. Ofta sk dligg r man
| sningentill Schr dingerekvationen genom att rita upp ett
elektronmoln som visar var n gonstans chansen r stor att
elektronen skall p tr as. Etts dan gur ser ni i bilden till
h ger. Men vad r d en di erentialekvation f r n got

Figur 1. Elektronmoln
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mystiskt egentligen? F r det r ju uppenbarligen fr gan om n gonting mystiskt, tminstone
attd maav den knepiga Schr dingekvationen! Endi erentialekvation rsom namnets ger
en speciell sorts ekvation, och som bekant r en ekvation ett samband som uppfyllsavn gon
ok nd variabel. Ofta brukar den ok nda variabeln ha namnet x, som i ekvationen

2X = 6.

I denna ekvation rvariabeln x etttal och | sningen rx = 3.1Schr dingerekvationen heter
den ok nda variabeln ist llet som uttalas psi och r inte ett tal utan en funktion, som
berorb dep positionen x ochtident. Endi erentialekvation skiljer sigallts fr nenvanlig
ekvation genomatt | sningen ren funktion, som till exempel

(x, t) = sin(x) cos(t)

eller
(x,t) = exp( Xx2/t).

Endi erentialekvation skiljer sig ocks fr nen vanlig ekvation genom att den inneh ller en
eller eraderivator av den ok nda funktionen. En derivata beskriver hur snabbt en funktion

ndrar sig i rummet eller i tiden. | Schr dingekvationen nns det tv stycken derivator. |
v nsterledet hittar vi tidsderivatan

.0
t

som anger hur snabbt funktionen  ndrar sig i punkten x vid tiden t. I h gerledet hittar vi
den speciella rumsderivatan

.1

som i runda sl ngar anger hur mycket funktionen  kr ker sig i punkten x vid tiden t. En
di erentialekvation rallts en ekvation som uttrycker ett samband mellan derivator av n gon
obekant funktion. Det har visat sig att det ofta ligger n ra till hands att modellera naturen
med just di erentialekvationer, och det rd rf rdi erentialekvationerna har f ttens dan
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enorm betydelse f r naturvetenskapen. Men | t oss b rja fr n b rjan, med en lite enklare
modell n Schr dingerekvationen.

En enkel modell

Enenkel processsom kan modellerasmedenenkeldi erentialekvation rradioaktivts nder-
fall. Vi t nker oss att vi startar med en viss m ngd av n gon radioaktiv isotop, till exempel
Radium-226, och vi vill veta hur mycket som nns kvar av isotopen efter en viss tid. F r att
komma fram till en modell f r s nderfallet beh ver vi fundera ver hur detta g r till. Vad
som h nder n r ett litet prov av en radioaktiv isotop s nderfaller r att de olika atomerna i
provet faller s nder var och en och bildar nya isotoper som eventuellt ocks r radioaktiva
och forts tters nderfalla. Ett rimligt antagande rd rf rattju eratomer det nnskvarav
den ursprungliga radioaktiva isotopen, desto er atomer r det som kan s nderfalla, vilket
isinturb rresulteraien st rre s nderfallshastighet. Egentligen r detta ett ndligt f rlopp,
men om vi v ljer att modellera m ngden atomer som reella tal s b rjar vi n rma oss en
di erentialekvation som ju har med derivator och hastigheter attg ra. Vig rantagandet att
s nderfallshastigheten r proportionell mot den kvarvarande m ngden av den radioaktiva
isotopen. F r att uttrycka denna mycket enkla modell som en di erentialekvation beh ver
vi inf ra en beteckning f r den kvarvarande m ngden av den radioaktiva isotopen. Vil ter
u(t) betyda den kvarvarande m ngden av den radioaktiva isotopen vid tiden t. S nderfalls-
hastigheten gesd av tidsderivatan

du(t)
dt

Eftersom derivatan r negativ (den kvarvarande m ngden minskar) beh vs det ett minus-
tecken. Uppm rksamma | sare kanske noterar att vi h r skriver tidsderivatan med be-
teckningen du/dt ist llet f r u/ t. Det brukar man g ra n r en funktion bara beror p

en variabel, i det h r fallet tiden t, och inte era variabler som funktionen i Schr dinger-
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ekvationensomberorp b dexocht.F rattytterligaref rvillakanmanocks skrivaderivat-
an med beteckningen u (t) som vi kommer attg raiforts ttningen.S nderfallshastigheten
skallallts varaproportionell motu(t),ochvihard kommitframtillv rdi erentialekvation
f rradioaktivts nderfall:

u (t) = cu(t).

Konstanten ¢ anger hur snabbt s nderfallet sker. Ju st rre konstant c, desto snabbare sker
s nderfallet. F r att best mma v rdet p konstanten ¢ m ste vi utf ra ett experiment och
m ta hur snabbt s nderfallet sker, men | t oss f r enkelhets skull anta att denna konstant
harv rdetc = 1. F rattviutifr nv r modell skall kunna ber knas nderfallet av den radio-
aktiva isotopen, m steviocks vetahur mycketsom nnsfr nb rjan,vidtident =0.L toss
anta att denna m ngd ges av u(0) = 1. Detta kallas f r ett begynnelsevillkor. Med ¢ = 1 och
begynnelsevillkoret u(0) = 1f rvid slutligendi erentialekvationen

u (t) u(t)
u@ = 1 @

som en modell f r radioaktivts nderfall.

En enkel metod

Hurl sermand endi erentialekvation? I n graenstaka fall, som till exempel v rmodell f r
radioaktivts nderfall, kan man faktiskt | sa di erentialekvationer med papper och penna,
meniallm nhetbeh vermanendator.F rv rdi erentialekvation (1) ges| sningen av funk-
tionen

u(t) = exp( t).
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Funktionenexp( t)kallasf renexponentialfunktionochskrivsiblande * Viskulled kunna
h vdaattvihar| stdi erentialekvationen, eftersom vi har hittat| sningenu(t) = exp( t).
Men vad rexp( t) f rn got? Ja, ett s tt att de niera exp( t) r f ljande: Funktionen
exp( t)gesav | sningen u(t) till differentialekvationen (1). Har vid verkligen| stdi erential-
ekvationen? Vi har ju fortfarande inte hittat | sningen ( ven om vi har gett den ett namn).
F rattber knal sningenm steviallts ven idettaenkla fall ta datorn till hj Ip!

Hurl sermand en differentialekvation med hj Ip av datorn? Principen rv Idigt enkel.
Ber kningsomr det, som anges av begr nsningar i tid och rum, delas upp i sm ,sm delar. |
v rt fall delar vi in tiden i sm tidsintervall. Antag att vi vill ber kna hur mycket som finns
kvar av den radioaktiva isotopen vid tiden t = 2. Vi delar d upp tidsintervallet fr n tiden
t = 0 till tiden t = 2 i exempelvis 20 delar, varderaav | ngdenk = 0,1

t

0 0l 02 03 04
Figur 2. En uppdelning av intervallet [0,2] i delintervall av | ngden k = 0,1,

Vianv nder nudennauppdelning f rattber knav rdetav| sningen u(t) vid tidpunkterna
to =0, t; =0,1, t, = 0,2 osv fram till t,o = 2. Vid tiden to = 0 vet vi att | sningen u(t) har
v rdet u(0) = 1eftersomdettabest msav begynnelsevillkoret, menvilketv rdeharl sning-
enin statidpunkt, vidtident; = 0,1?F rattber knadettav rdeanv nder videtgrundl g-
gande sambandet

u(ty) u(to) (tx to) - u(to),
som s ger att f r ndringen av u ges av f r ndringen av t multiplicerad med derivatan. Ju
st rre f r ndring av t och ju st rre derivata, desto st rre blir f r ndringen av u. Om vi nu

yttar ver u(to) till h gerledet och skriver k ist llet f r (t;—to), kommer vi fram till f ljande
metod f ratt ber knav rdetav u(ty) :

u(ty)  u(te) + ku (to). (2)
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Denna enkla metod har f tt namnet fram t Euler. Det nns ven bak t Euler och en uppsj
av andra metoder f r | sning av di erentialekvationer, men fram t Euler r den enklaste,
dock inte den b sta. L tossd anv nda fram t Euler f r att ber kna v rdet av u(t) vid tid-
punktent; =0,1. Fr nv rdi erentialekvation (1) vet vi att derivatan vid tidento =0 r

u@= u= 1

Eftersomk = 0,1, inneb r detta enligt (2) att

uty) 1+01-( 1)=0,9.

Vid tiden t; = 0,1. har allts den kvarvarande m ngden av v r radioaktiva isotop minskat
fr n1till0,9. N rvinuvetu(ty) kan vi ber kna u(t,) enligt samma formel:

u(t2) u(ty) + ku(ty)
09+0,1-( 0,9 =0,81.

P sammas tt kan vi ber kna u(ts), u(ts) osv. Vi tar en minir knare eller en dator till hj Ip
och f rf ljande resultat:

t |t=0 |t=01 |t=02 |t=03 v t,=18 t,=19 t, =2

0 18

u | ut)=1 | ut)=09 | u(t)=081 | u(t)=0729 | . | uf(t,)=015009 | u(t,)=0,13509 | u(t,)=012158

Fr nl sningen av di erentialekvationen kan vi se att m ngden av den radioaktiva isotopen
vidtident = 2 haravtagitfr nu(0) = 1tillu(2) 0,12.Vikanocks ritainv rdenafr nv r
tabell i ett koordinatsystem f rattp ettenkelts tt sk dligg ral sningen ( gur 3).
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Figur 3. Den ber knade | sningen till di erentialekvationen (1) p intervallet [0,2].

N ra skjuter haren!

L t oss fr s kerhets skull kontrollera v r | sning. Enligt tabellen g ller allts att
u(2) 0,12158, men r detta den riktiga | sningen till di erentialekvationen? Eftersom vi
r kar k nnatill denexaktal sningen,somgesav u(t) = exp( t) kan vienkeltkontrollerav r
ber kning. N gra enkla knapptryckningar p en minir knare ger

u(2) =exp( 2) 0,13534

vilket inte verkar st mma med v r ber knade | sning! Detta beror p att | sningen till en
di erentialekvation i de allra esta fall endast kan ber knas approximativt. Men de goda
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nyheterna r att vi faktiskt kan ber knal sningen preciss noggrant som vi beh ver! F ratt
f en mer noggrann | sning beh ver vi dela in tidsintervallet i mindre delar. Om vi ist llet
v ljer ett tidssteg som r lite mindre, till exempel k = 0,01 ist llet f r k = 0,1, och tar 200
tidssteg ist lletf r20,f rvil sningen

u2) =exp( 2) 0,13398

vilket ligger n rmare detr ttav rdet. F rattf ett nnub ttre v rde kan man minska tids-
steget ytterligare. Med tidssteget k = 0,000001, vilket inneb r att vi m ste ta tv miljoner
stegf rattn fram till sluttident = 2, blir | sningen korrekt med fem decimaler:

u(2) =exp( 2) 0,13534.

Slutsatsen r att vi visserligen inte kan ber kna | sningen till en di erentialekvation exakt,
men att detta inte spelar n gon roll eftersom vi kan ber knal sningen med precis den nog-
grannhet vi beh ver. Enannanslutsats rattjuh gre noggrannhetvikr ver, desto mer arbe-
tekr vs(avendator)f rattber knal sningen. Enannangod nyhet ratt man med moderna
ber kningsmetoder kan ange vilken noggrannhet man nskar, och sedan v ljs tidsstegets
storlek automatiskt f r att ge den nskade noggrannheten. | dessa sammanhang talar man
ocks omn gotsom kallas adaptivitet, vilket inneb r att tidsstegens storlek kan varieraf ratt

kae ektiviteten; om inte alla tidsstegen rsm beh ver manintetas m nga tidssteg och
d g rber kningen snabbare. Visst verkar det enkelt? Det r det ocks . Och det beror inte
p attvivaltenv Idigt enkel di erentialekvation. Det na rattdet rlikal ttatt ber kna
I sningen till en komplicerad di erentialekvation som en enkel metoden r densamma:
fram t Euler, eller (oftast) n gon variant av fram t Euler.
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